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Optimized Gaussian Bases for Molecules 

I. Hydrogen 
Bases of n = 1, 2, 3, 4, 5 Gaussian functions, whose exponents minimize the SCF total energy, 

have been determined for the hydrogen molecule. It is shown that a convenient process is found by 
applying a scaling factor to the exponents given by Huzinaga for the free atom. This optimized scaling 
factor agrees for n = 1 with the ~ value reported by Hirschfelder and Linnett from a Slater-type orbital 
calculation; it varies with n according to the formula %pt(n) = 1 + (~  - l)/Vn. 

Des bases comprenant n = 1, 2, 3, 4, 5 fonctions gaussiennes, dont les exposants rendent minimale 
l'6nergie SCF totale, ont 6t6 d6termin6es pour la mol6cule d'hydrog6ne. On montre qu'il suffit 
d'appliquer un facteur multiplicatif constant aux exposants donn6s par Huzinaga pour l'atome libre. 
Pour n = 1, le facteur d'6chelle optimal est en accord avec la valeur de ~, trouv6e par Hirschfelder 
et Linnett dans un calcul en orbitales de Slater; la variation de ce facteur avec n ob6it ~t la formule 
~o~,(") = I + (r - i ) / ~ .  

Fiir das Wasserstoffmolek/il sind ftir n = 1, 2, 3, 4 und 5 Basissiitze von GauBfunktionen, deren 
Exponenten beztiglich der SCF-Gesamtenergie optimiert wurden, bestimmt worden. Es wird gezeigt, 
dab eine bequeme Methode gefunden werden kann, indem man die yon Huzinaga fiir das freie Atom 
bestimmten Exponenten mit einem multiplikativen Faktor versieht. Dieser optimierte Multipli- 
kationsfaktor stimmt f'tir n = 1 mit den ~s-Werten iiberein, die Hirschfelder und Linnett mit einer 
Rechnung unter Zugrundelegung yon STO-Funktionen erhielten; er verifiziert jedoch mit n gemgl3 
der Formel c%t(n ) = 1 + (~ - 1)/]/-n. 

1. Introduction 
D e p u i s  que  Boys  [1]  a m o n t r 6  q u e  l ' e m p l o i  d ' o r b i t a l e s  de base  G a u s s i e n n e s  au  

l ieu d ' o r b i t a l e s  de  Slater ,  faci l i te  c o n s i d 6 r a b l e m e n t  le ca lcu l  r i g o u r e u x  des in t6gra les  

b i61ec t roniques  m u l t i c e n t r i q u e s ,  l ' u sage  de  cel les-ci  s 'est  c o n s i d 6 r a b l e m e n t  

d6ve lopp& L ' e x p 6 r i e n c e  des  calculs  m o n t r e  c e p e n d a n t  que  les G a u s s i e n n e s  

off rent  une  m o i n s  b o n n e  r e p r 6 s e n t a t i o n  que  les o rb i t a l e s  de Sla ter  et qu ' i l  faut  

ut i l iser  une  base  au  m o i n s  d e u x  lois p lus  6 tendue  dans  le cas des  G a u s s i e n n e s  

que  dans  le cas  des  o rb i t a l e s  de  S la te r  [2].  H e h r e  et al. [3 a]  ob t i ennen t ,  d ' a u t r e  

par t ,  des r6sul ta ts  sa t i s fa isants  en d 6 v e l o p p a n t  c h a q u e  o rb i t a l e  de  Sla ter  en  t ro is  
f o n c t i o n s  gauss i ennes  [ 3 b ] .  Enf in ,  les p rog r6s  des ca lcu la t r i ces  61ectroniques 

qu i  o n t  vu  a u g m e n t e r  ~t la  fois leur  rap id i t6  de  ca lcu l  et la ta i l le  de  leur  m 6 m o i r e ,  

o n t  r e n d u  c o u r a n t s  des ca lculs  en  bases  tr6s 6 tendues  op t imis6es  p o u r  les a t o m e s  
seuls. 
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N6anmoins l'extension de la base n'est pas sans inconv6nients. D'abord, en 
ce qui concerne les grosses mol6cules telles que celles qui ont un int6rat biologique 
(,~ 10 atomes lourds), on est oblig6 de se borner ~t une base peu @endue si on 
veut conserver des temps de calcul raisonnables, et ce, quelle que soit la puissance 
de l 'ordinateur dont on dispose. En effet, les temps de calcul correspondant /t 
un programme tel qu ' IBMOL sont proportionnels g la puissance quatri6me du 
nombre de fonctions de base I-4]. D'autre part, il semble que, m~me 6tendues, 
des bases adapt6es aux atomes ne donnent pas toujours des r6sultats excellents 
pour des grandeurs autres que l'6nergie totale [5]. En particulier, il semble que 
les exc6s de charge positive (de l'ordre de 0,2 e) qu'on trouve souvent sur les atomes 
d'hydrog6ne sont trop grands [6 I. C'est pourquoi il peut sembler pr6fdrable de 
se borner / t  une base r6duite, mais dont les composantes sont d6termin6es par 
un calcul variationnel sur la mol6cule et non plus sur l 'atome libre [7]. Les r6sultats 
de Pitzer [8] qui a d6termin6 les meilleurs exposants d'une base minimale de 
Slater dans le cas du m6thane sont en ce sens tr6s encourageants: l'6nergie est 
consid6rablement am61ior6e, et surtout les exc6s de charge positive des hydrog6nes 
passent de 0,151 e ~t la valeur plus vraisemblable de 0,021 e. C'est pourquoi on 
a voulu 6tudier le comportement de l'6nergie de la mol6cule d'hydrog6ne en 
fonction des exposants des fonctions gaussiennes utilis6es. On a trait6 les cas de 
1, 2, 3, 4 et 5 gaussiennes is par atome. Les exposants de d6part 6taient ceux 
d'Huzinaga [-2] qui, rappelons-le, sont d6termin6s afin que les n o gaussiennes 
utilis6es repr6sentent le mieux possible l'orbitale ls de Slater de ~s = 1 (par minimi- 
sation de la valeur moyenne d'un hamiltonien dont les fonctions de Slater sont 
solutions). Les calculs ont 6t6 effectu6s pour une distance interatomique de 
1,40161 U. A. (valeur exp6rimentale). 

2. R6sultats 

A. Variation s@ar~e des exposants 

On a fait varier sdpar6ment chaque exposant dans le cas de 2 et 3 gaussiennes. 
On a obtenu des gains d'6nergie tr6s faibles (au mieux 0,003 U. A.). 

On a d'autre part effectu6 une variation simultan6e des exposants en multipliant 
les exposants de d6part par un m6me facteur d'6chelle. Les r6sultats sont donn6s 
dans les Tableaux 1 et 2. 

Lorsque le facteur d'dchelle est 6gal/t 1, les exposants sont identiques ~ ceux 
d'Huzinaga. 

Tableau 1. Variation simultanOe des exposants dans le cas de 2 gaussiennes 

Facteur d'6chelle 0,8 1 1,2 1,3 1,4 1,5 

Energie (U.A.) -1,085525 -1,094332 -1,098419 -1,098716 -1,097864 -1,095878 

Tableau 2. Variation simultanOe des exposants dans le cas de 3 9aussiennes 

Facteur 1 1,1 1,2 1,32 1,4 1,56 1,6 
d'6chelle 

Energie -1,121857 -1,122597 -1,122917 -1,122741 -1,122276 -1,120421 -1,119526 
(U.A.) 
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Fig. 1. Esquisse de quelques lignes de niveau de la surface z=E(~l,(~2). H repr6sente la base 
OS 

d' Huzinaga. S repr6sente le point optimum. OH = facteur d' 6chelle optimum. OHS est la projection 

de la ligne de crSte le long de laquelle se fait 1' optimisation simultan6e. Les variations s6par6es se font 
le long des courbes projet6es en Hx et Hy 

On voit alors que la variation s6par6e des exposants est moins efficace que la 
variation simultan6e. Dans la variation s6par6e, tout se passe comme si les valeurs 
de d6part 6taient d6j~t tr6s proches des valeurs optimales de sorte que l'am61ioration 
de l'6nergie qu'on peut esp6rer retirer de la variation s6par6e est inf6rieure ~t 
celle qu'on obtient dans l'optimisation simultan6e. Pour confirmer ce r6sultat, 
on a effectu6, dans le cas de 3 gaussiennes, des variations s6par6es des exposants 
mais ~t partir des valeurs obtenues par multiplication par 1,2 (valeur proche de 
la valeur optimale du facteur d'6chelle). On constate qu'on ne peut obtenir qu'une 
am61ioration insignifiante si l 'on part de valeurs d6j~t multipli6es. 

On a tent6 dans la Fig. 1 d'esquisser de fagon enti6rement qualitative la 
surface d'6quation z = E(~ 1, c~2) pour le cas de deux gaussiennes. Les r6sultats 
pr6c6dents montrent qu'elle poss6de une ligne de crbte qui,/~ une bonne approxi- 
mation, se projette sur la droite ~1/~2 = k repr6sentant le rapport des exposants 
dans la base d'Huzinaga. 

Cela signifie que les orbitales de Slater constituent la forme de r6f6rence ~t 
utiliser pour les orbitales atomiques de la mol6cule d'hydrog6ne. En effet, la 
meilleure fagon de proc6der consiste ~ fixer les rapports des exposants aux valeurs 
pour lesquelles l'ensemble des gaussiennes consid6r6es repr6sente le mieux une 
orbitale de Slater, selon le crit6re d'Huzinaga. La recherche du meilleur facteur 
d'6chelle n'est alors pas autre chose que la d&ermination du meilleur Is de l'orbitale 
de Slater de r6f6rence. Ce point de vue se rapproche beaucoup de celui de Hehre 
et coll. [3al  qui cherchent ~t construire la meilleure base d'orbitales de Slater 
en d6veloppant celles-ci en Gaussiennes pour faciliter les calculs. I1 faut toutefois 
noter que, dans nos calculs, les coefficients du d6veloppement ont la possibilit6 
de varlet; ils varient en fait assez peu I-2, 7 a], ce qui est, dans un autre domaine, 
le fondement de la th6orie de la contraction des orbitales I-4 a, 6 a] 1 

1 Des calculs d'optimisation avec contraction seront pr6sent6s ult6rieurement. 
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Cette propri6t6, si elle se g6n6ralise aux autres mol6cules, peut permettre 
une grande 6conomie dans la d6termination des bases de Gaussiennes: il suffit 
en effet d'6valuer le meilleur ~s de chaque orbitale de Slater de r6f6rence, ce qui 
r6duit beaucoup le nombre de param6tres. 

B. Proprikt~s du facteur d'kchelle 

On a effectu6 la variation s imultan6e des exposants pour 1, 2, 3, 4 et 5 
gaussiennes. Les rhsultats sont donn6s dans les Tableaux 3, 4 et 5. Les meilleurs 
facteurs d'6chelle sont dhtermin4s graphiquement. Ils sont donc entach6s d'une 
incertitude assez grande mais sans importance pour les 6nergies. On les trouvera 
au Tableau 6. 

Le facteur d'6chelle optimal varie avec n contrairement /t l'hypothhse de 
Reeves [9]. 

La valeur trouv6e pour n = 1 est significative: en appliquant la r6gle donn6e par 
Huzinaga [2] selon laquelle le facteur d'hchelle ~t appliquer/ t  une Gaussienne 
est le carr6 du facteur d'6chelle applicable/t  l'orbitale de Slater correspondante, 
on obtient: 

~sopt ~- ]//~-opt(1) = 1,194, 

valeur en parfait accord avec le is trouv6 par Hirschfelder et Linnett [10]. Cela 
confirme le r61e de r6f6rence jou6 par les orbitales de Slater, du moins dans le 
cas off l'on utilise une seule Gaussienne. 

Tableau 3. Variation de l'exposant dans le cas de 1 gaussienne 

Facteur 0,6 0,8 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 
multipli- 
catif 

Energie -0,786450 -0,883469 -0,939606 -0,956678 -0,967945 -0,974255 -0,976291 -0,974615 -0,96969~ 
(U.A.) 

Tableau 4. Variation simultan6e des exposants dans le cas de 4 gaussiennes 

Facteur 1 1,15 1,2 1,3 1,4 1,6 
multiplicatif 

Energie (U. A.) - 1,126556 - 1,126897 - 1,126950 - 1,126938 - 1,126744 - 1,125720 

Tableau 5. Variation simultan~e des exposants dans le cas de 5 gaussiennes 

Facteur multiplicatif 1 1,2 1,4 1,6 

Energie (U. A.) - 1,127982 "- 1,127990 - 1,127863 - 1,127451 

Tableau 6. Facteur multiplicatif optimal en fonction du nombre n de gaussiennes utilisdes 

n 1 2 3 4 5 

~opt(n) 1,42 s 1,29 1,23 s 1,22 1,19 

1 + %or(l)-- 1 1,42 s 1,30 1,245 1,213 1,19 
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Pour n > 1, on observe que le facteur d'6chelle diminue; ce r6sultat est tout-/~- 
fait normal, puisqu'une part de l'am61ioration de l'6nergie est obtenue par la 
variation (ici possible) des coefficients du d6veloppement. Les r6sultats pr6c6dents 
montrent  cependant que malgr6 la variation des coefficients, l 'orbitale de Slater 
garde son caract6re de r6f6rence tr6s commode;  il suffit simplement d'utiliser 
un facteur d'6chelle 16g6rement corrig6. La variation du facteur d'6chelle cadre 
tr6s bien avec la fonction 

~(n)  = 1 + e~ 1 _ 1 + ~ ( 1 ) -  1 

V; V; 
Le fait que ~s2(n)= aopt(n) tende vers 1 s in  tend vers l'infini, 6tait tr6s pr6visible: 
un nombre  infini de gaussiennes formant un syst6me complet, il n 'y a plus aucun 
calcul de variation ~t faire sur les exposants. Cependant, on constate que cette 
limite n'est atteinte que tr6s lentement, e ~ ( n ) -  1 variant en n - 1 / z .  Cela montre  
que si l 'on voulait se dispenser du calcul variationnel sur les exposants, il faudrait 
faire appel h u n  trSs grand nombre de gaussiennes, d'ofi l'intbrat du proc6d6. 

3. Conclusion 

Les r~sultats pr6c~dents mettent en ~vidence les points suivants: 
1. La d~termination de la meilleure base par des calculs mol6culaires permet 

des gains en 6nergie int6ressants (c'est-~t-dire non n6gligeables devant ceux qu'on 
obtient en augmentant  la base) et d 'autant  plus apprbciables que la base est 
plus restreinte. 

2. Les orbitales de Slater jouent un r61e de r6f6rence commode. Le fait qu'on 
puisse se borner ~t d&erminer un facteur multiplicatif diminue beaucoup le hombre  
de param6tres mis en jeu, ce qui procure une grande 6conomie de calculs. 

3. La variation du facteur d'6chelle optimal en fonction du nombre n de 
gaussiennes est caract6ris6e par les fairs suivants: 

a) pour  n = 1, il y a concordance parfaite avec le ~ opt imum de l 'orbitale 
de Slater associ6e. 

b) lorsque n augmente eopt tend vers 1, mais lentement. Le Tableau 7 r6sume 
les valeurs des exposants opt imaux obtenus. 

Tableau 7. Exposants optimaux pour la molecule d'hydrog~ne a 

Nombre de gaussiennes Exposants Nombre de gaussiennes Exposants 

1 0,403130 4 
(-0,9763U. A.) (-1,12696U. A.) 

2 0,259970 
(-1,09878U. A.) 1,71890 

3 0,186947 5 
(-1,12295U. A.) 0,841377 (-1,12799U. A.) 

5,55797 

0,150447 
0,553583 
2,45623 

16,3010 

0,120558 
0,382161 
1,36469 
6,01897 

40,0368 

On a indiqu6 entre parentheses les 6nergies correspondantes, obtenues, comme les facteurs 
d'6chelle optimaux, par interpolation graphique. 
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